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1 Periodicidad

Se dice que una funcién f es periédica si existe un 7' tal que f(x) = f(xz +T)
para todo x. Al minimo T que satisfaga esta condicién se le denomina periodo.
Ademas, si la funcién es integrable, debe de cumplirse que:

/OT flx)dx = /G(HT f(x)dx

2 Producto interior de dos funciones

Sean dos funciones f y g integrables en el intervalo real [a,b], definimos el
producto interior de esas dos funciones como la integral:

/a ' fle)ae)d

y lo representamos como (f,g). Asimismo, definiremos como norma de la
funcién f a la raiz cuadrada del producto interior de f consigo misma, y lo
representaremos como || f ||. De esta forma:

I lI= VA

3 Sistemas ortogonales de funciones

Consideremos el conjunto de funciones S = (¢q, @1, P2, . .. ) integrables todas en
el intervalo real [a,b]. Decimos que el conjunto S es un conjunto ortogonal de
funciones en [a, b] si dadas dos ¢; y ¢;, tales que i # j, entonces:

y en el caso en que i = j entonces se cumple que:



(bis 05) # 0

Si ademads se cumple que, para cualquier ¢; perteneciente a S

(i, i) =1

entonces diremos que el conjunto de funciones S es ortonormal. Podemos
demostrar facilmente que todo sistema ortogonal puede convertirse en un sistema
ortonormal dividiendo cada ¢; por su norma.

4 La idea

En un espacio vectorial V' podemos definir cualquier vector ¢ como una combi-
nacion lineal de los vectores de la base, es decir:

U =a101 + agsly + -+ + a,Un

La idea que se plantea en las series de Fourier es similar. Una funcién f
puede ser expresada como una combiancién lineal de unas funciones base que,
a su vez, constituyen un conjunto de funciones ortonormales. De esta forma:

f(.]?) = a0¢0+a1¢1 + - +a'n¢n

5 Cobémo calcular los coeficientes

Para calcular los coeficientes que multiplican a cada una de las funciones de la
base procedemos de la siguiente forma. Supongamos que queremos calcular a;.
Partimos de:

f(x) = aogo(x) + ardr(x) + -+ a;di(w) + - + andn(x)

multiplicamos cada lado de la igualdad por ¢;, de esta forma tenemos:

oi(x) f(x) = ¢i(x)[aodo(z) + ar1d1(x) + - + aidi(z) + - - - + andn ()]

Aplicamos la propiedad distributiva sobre el lado derecho de la igualdad:

¢i(z) f(x) = aodi(w)po(z)+a1¢i(x)p1(x)+- - -+aidi(w)pi(x)+ - -+angi(x)dn(z)

Y si ahora integramos cada lado de la igualdad en el intervalo [a,b]:

b b
/¢z’($)f($)d$=/ l[aodi(x)po(x) + ar1¢i(z)p1(z) + - - + aipi(x)di(x) + - - - + andi(x)dpn(z)]dx



Como la integral de una suma es la suma de la integral de cada uno de los
sumandos, entonces:

b b b b b
/gbi(x)f(:c)dz:ao/ ¢i(x)¢o(x)dx+a1/ ¢¢(x)q§1(m)dx+-~~+ai/ qbq;(:c)qﬁi(x)d:c+~-~+an/ i () Pn(

Escrito de otra forma:

b
/ ¢i(x) f(z)dr = ao(di(z), Po(x))+a1(¢i(x), d1(2))++ - +ai(¢i(x), i)+ - +an(di(2), pn(2))

Debido a que el conjunto de funciones S forman un sistema ortonormal de
funciones, todos los productos interiores seran 0 excepto el producto interior
(pi(x), ds(x)) que serd 1. Por lo tanto, nos quedaria:

/ab oi(x) f(x)dx = a;

Y procediendo de la misma manera podemos calcular todos los coeficientes
restantes:

b

ap= [ ¢o(z)f(z)dx

a

b

an = [ on(2)f(z)dz

a

6 Un sistema ortogonal de funciones concreto

Es posible demostrar que el siguiente conjunto de funciones es un sistema or-
togonal de funciones en el intervalo [0, 27]:

w



Pon—1(x) = cos(nx)
¢an(z) = sen(nz)

para n=1,23,...

7 Serie trigonométrica de Fourier

Sea f(z) una funcién periddica de periodo 2w, tenemos que:

ag
5 Z ancos(nx) + bysen(nz))

v los diferentes coeficientes a; y b; los podemos calcular de igual forma que
hemos hecho antes. Tenemos entonces que:

1 2w
ap = — f(@)cos(nx)dx
T Jo
donde n=0,1,2,. ..
1 2m
b, = — f(z)sen(nx)dx
T Jo
donde n=1,2.. ..

Tal y como hemos planteado la serie, esta nos serviria sélo para funciones
periddicas f(z) de periodo 27. Sin embargo, hay mas funciones periédicas con
periodo T distinto de 2w. Afortunadamente, podemos adaptar lo visto hasta
ahora, ya que es sélo un problema de escalado horizontal.

Sea ahora f(x) una funcién periédica de periodo arbitrario T'. Para escalar
la serie de senos y cosenos tendremos entonces que multiplicar  por un factor
w que valdra:

2

w:?

Y los coeficientes, teniendo en cuenta el escalado, seran:



9 (T
= T/o f(z)cos(nwz)dx

donde n=0,1,2,. ..

T
= %/0 f(z)sen(nwz)dx

donde n=1,2,...
Ahora la serie tomard la forma:

?0 Z: ancos(nwz) + bysen(nwx))

8 Anadiendo “complejidad” ;-)

Vemos ahora la notacién compleja de las series de Fourier. Por la identidad de
Euler tenemos:

e'? = cos + isenfl

Y de esta identidad podemos extraer las siguientes igualdades:
1 inT —inx
cos(nx) = 5(6 +e )

i(e—z’mc _ em'c)

2
Por tanto, sustituyendo en la serie original:

sen(nx) =

(oo}
Z ancos(nx) + by sen(nx)i)
tenemos:

—inx n
— e

Agrupando un poco:

a, + iby, _mz)
2

"1nm+

|
m\o
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Y si ahora llamamos ¢,, a:

a, — ib,
Cp = ——r



y C_p A

e _ O + by,
=g
Debemos fijarnos en que c_, es el conjugado complejo de ¢,. Seguimos

sustituyendo:

o0
flx)= % + Z(cneim +c_pe” )
n=1

Y por ultimo, la serie anterior puede ser reescrita de la siguiente forma:

f(l’): Z Cneina:

n=—oo

Los coeficientes se calcularian:

1 [ ;
= — —inz g
c o | (z)e x

9 Transformada de Fourier

Las series de Fourier pueden reconstruir funciones periédicas integrables en ese
periodo. Sin embargo, no todas las funciones son periédicas. La pregunta que
surge es si es posible ampliar las series de Fourier para abarcar a las funciones
no periddicas. La respuesta es si, a través de la Transformada de Fourier.

Empezamos a desarrollar la transformada de Fourier partiendo de la rep-
resentacién exponencial de las series de Fourier sobre funciones peridédicas de
periodo arbitrario T'.

f(x): Z Cnei%'nm

n=—oo

donde los coeficientes c¢,, vendran dados por la expresién:

1 / " f@petg
Cp = — x)e X
T J_ 1)

El coeficiente de escalado serd, de nuevo, w.

27
W= —
T
Donde, si agregamos el indice n, tendremos:
27
Wy = ?TL

Y llamaremos Aw a:



27
Av=w, —w = —
n n—1
T
Sustituyendo ahora, en el sumatorio de la serie de Fourier, los valores de los
coeficientes, tendremos:

o0 T/2 ) )
fo= 3 (7 [ fae i

-T/2

n=—oo

Multiplicando la ecuacién por 27 /27 podemos dejarla como:

o T/2 _
flz) = % Z (ew"m/ fz)e ™ n*dx)Aw

—T/2

El periodo T de la funcién f(z) podremos hacerlo ahora tender a infinito

para, de esta manera, conseguir una funcién no periédica. Por lo tanto, Aw
tendera a 0. De esta forma, el sumatorio se convertira en integral:

Flz) = - / 7 (gin / e f ) ) duw

27(- — 00 — 00
Ahora, al aumentar la longitud del periodo se reduce el espacio entre las
diferentes frecuencias de las funciones base hasta convertirse en un continuo.
Los distintos coeficientes ¢, se han transformado en una funcién F(w).
Llamamos, por tanto, Transformada de Fourier a la parte interior de la
ecuacion anterior:

Flw) = [ O; F@)e " da

y Transformada de Fourier Inversa a la parte exterior:

Flo) = 2 / " F(w)e du

:% .

10 Transformada de Fourier Discreta

En nuestro mundo digital nos es dificil manejar expresiones analiticamente, asi
que para calcular la transformada de Fourier y su inversa hacemos uso de una
version discreta o ”digital” de la misma. Observa que, al ser discreta, la funcién
serd finita o peridédica. Por tanto, podremos usar una version discreta de la
expresion anterior:

1 /T/2 (2o
Cp = — f(x)e " T dy
T J_ 12

Como la funcién f(z) sobre la que queremos calcular su transformada disc-
reta de Fourier la tenemos digitalizada, podremos verla como un vector de lon-
gitud N. Adoptaremos la nomenclatura:



f= [f07f1a-~-7f(n71)]

Por lo tanto, la versién discreta sera:

Observa que al corresponder el vector f a una versién discreta de la funcién
continua f(x), el periodo T pasa a cobrar sentido como el nimero de elementos
del vector f. Ademads, el niimero de elementos del vector resultado X, es también
N. Fijate que a partir de X,, los resultados se repiten.



